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1. INTR~DuCTIO.? 
1.1. Le theoreme de Poincare-Birhoff-Witt concerne la structure de 
l’algebre grad&e associee a l’algebre enveloppante d’une algebre de Lie M. 11 
affirme que ccttc algebre est isomorphe h l’algebre symetrique de M dans les US 
suivants: &I est libre [l, 141, M est un module sur un anncau de Dedekind 
[3, 61, M est un module sur une Q-algebre [4]. Les conditions portent done 
essentiellement sur la structure de module de 121 (avec une exception marginale 
dans [7], oil une condition sur le crochet cntraine aussi le rcsultat escompte). 
Dans [5], un traitement complet ct unifie des trois cas cites ci-dessus est 
don&. Nous avons applique dans [9] la methode de Higgins aux algebres de 
Clifford dcs formes polynomes introduites par Roby [lo]. Kous roulons ici 
donner une autre generalisation de cette methode: I’interct principal reside en 
une simplification de la demonstration du resultat crucial de [5] et Cvite l’usage de 
la notion de “structure associative”. Dc plus notre resultat s’applique aux 
algebrcs de 1Vcyl ct a des algebres U(M, f), oil es une forme. p-lincairc alternee f t 
sur M et p un enticr pair, qui generalisent les algebres de 1\?cyl [8]. Enfin nous 
introduisons, sur le mod& de [5], un invariant R,(M),p > 2, et donnons 
quelques exemples. 
Dans 2, on definit l’algebre p-symetrique d’un module et on etudie le cas 
d’un module libre. Dans 3, on dtfinit une p-structure alter&e et on developpe la 
technique qui conduit aux theoremcs de Poincare-Birkhoff-Witt. IX dernier 
paragraphe est consacre a la construction de l’invariant B,(M) et a des excmples. 
1.2. Tous les anneaux sont commutatifs a Clement unite; lcs algcbres sont 
associativcs ou de IA suivant le contexte. Si M est un module sur l’anneau A, 
on designe par T(rlg) son algebre tensorielle, T(M) .: (&a,, (0” M), filtree 
par F(T(,W)) = GnGi (0” M). Tout quotient Q de I’(M) est de cc fait muni 
d’une filtration exhaustive croissante FiQ et on lui associc uric algebre graduee 
Gr Q = @&so FiQ/W’Q. Si x, ,..., x9 sont des elements de M, on note a(.r,;...; x,) 
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1’CiCment COGS, ( -l)~(“)x,(l) ... xoc9) de T(M) et on dtsigne 
biladre de T(M) engendre par les elements a(~,;...; x,) oti X, >~..> xp parcoure 
(SP est le groupe des permutations de (l,.#.,p>). 
2. ALG~BRR p-SYM~TRIQUE 
2.1. DBPINITION. On appelle algebre p-symetrique du A-module 114~ 
I’algebre quotient S(M; p) = T(M)/ J(M; p). 
Comme ](M; p) est un ideal homogene de T(M), S(M; p) est une A-algbbre 
grad&e; sip = 2, on trouve l’algebre symetrique ordinaire e &f. La d&-&ion 
m$me de S(M, p) montre qu’elle depend fonctoriellement de M et qu’elle 
commute a I’extension des scalaires. Le but de ce paragraphe est de montrer 
que si M est un module libre, S(M, p) et J(M, p) sont Eibres, et den donner 
explicitement des bases en fonction d’une base de M. La methode utilisee ici 
est inspiree de [l 11. 
Supposons M libre de base (e& , I totalement ordlonnee. Comme l’entier p 
est fix&, on notera J l’ideal J(M, p) et /;2 = J, 0% h&, si bien que J = @,>0 jTi 
et S(M; p) = @.n>o S(M, p)n , oh S(W p)., m 0” M/./n . 
Rappelons que T,(M) = 0” M es t l’b 1 re et admet pour base l’ensemble des 
monomes de degre n, eil ... eilz qu’on ordonnera par l’ordre lexicog~a~b~q~e. 
Un moncime u = eiI ... ein est dit croissant si i1 < ... < i,: tout monome d&dun 
de u par permutation des indices i r ,..., i,n est strictement plus grand que 24. 11 
est clair que si n < p, Jn = (0) et q ue si n > p, Jn est engendre en tant que 
A-module par les elements Y = t . a(u) . t’ oh t et t’ sont des monomes, even- 
tuellement vides, et u un monome croissant de degrep, avec 83 + 8%’ = n - p. 
Un tel Clement r est dit spkial et on pose p(r) = t . ZI . t’: c’est Ie plus petit 
monome intervenant dans 1’Ccriture de Y comme somme de monomes. 
La relation entre elements speciaux r et 7’: “p(r) = p(C)” est une relation 
d’equivalence et un systeme de representants pour cette relation est appeie un 
systeme d’rilements t&s speciaux. Par analogie avec le case des formes polynomes 
[S], on definira les bons elements speciaux en disant que Y = t . a(ze) ~ t’ est bon 
si ~(YJ = p(r) et r1 = t, 1 a(~+) . t,’ implique d”otI 3 dot. 
2.2. PROPOSITION. tine base de J, en tant que A-module est constituLe par w2 
systkme quekonque S d’&ments t&s spkciaux. EE pa~ti~l~~ bs born e’l&cents 
spkiaux sent wae base de 1% . 
L’independance lineaire d’un systeme S d’elements t&s speciaux est &ire: 
soit h,r, + ~** + h,r, = 0 avec &YJ < *.. < I une relation de liaison 
entre elements de S. Si s est le plus petit indice avec A, + 0, le monome X,p(r,) 
est le monome minimal parmi les monbmes intervenant dans ies ri: comme ii est 
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seul de son espkce, la somme & Xiri ne peut &tre nulle que si hi = 0 pour 
tout i. 
Montrons maintenant que S engendre Jn: pour cela il suffit de montrer que 
tout ClCment spCcia1 est combinaison IinCaire d’C1Cments de S. Pour cela nous 
utiliserons le 
LEMME. Soit Y et s deux Gments spkiaux de Jn kquivalents. Alors r - s est 
combinaison linkaire d’&fments spkiaux ri tels que P(Y$) > P(Y) et les yi s’tkcrivent 
suns faire intervenir d’autres ej que ceux qui servent h krire Y et s. 
Appelons support de 1’ClCment spCcia1 r = t . a(u) * t’ la suite des entiers 
4 + 1, 4 + 2,..., 4 + P oti q est le degrC de t. Deux cas sont a considtrer: 
(a) Les supports de Y et de s sont disjoints: quitte h permuter Y et s, on 
voit qu’ils s’krivent: 
Y = t * a(u) . 0 . u’ . t”; 
s = t - u . B . a(u’) * t” 
oti t, 6’ et t” sont des monhmes et u et u’ deux mon8mes croissants de degrC p. 
On a alors p(r) = p(s) = t . 2.4 . 0 * u’ . t”. Soit q = t * a(u) * 0. a(u') * t’; en 
dkveloppant dans q, a(u') on obtient: 
q = r + C c(o)t f a(u) - 19 *o(u') * t’. 
ocs,-(Id} 
De m&me, en dkveloppant a(u), on obtient 
et done, avec des notations Cvidentes, 
oti r, et s, sont des ClCments spkiaux de JIz avec 
p(r-,) = t . u . e * u(u’) - t’ > p(r), 
p(sJ = t . T(U) . e * u’ - t’ > p(s). 
Le lemme est done dCmontrC en remarquant que dans Y, et s, seuls inter- 
viennent les ej qui sont dans Y et s, en fait dans P(Y). 
(b) Les supports de Y et s ne sont pas disjoints. Cela signifie qu’il existe 
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deux monbmes t et t’ et un mon6me croissant de longueur p + k, 0 < R < pT 
vxe. .“Q 
21 s,.J+ et que 
avec p(y) = p(s) = t * 21 1 t’. Posons 
avec 0 < h < k: on a Y,, = Y et yR = s et dans les rk on a les m&mes ej que daas 
Y et s. De plus P - s = Ctli rh - yh+l et I* = t . z, . t’ = p(r). I1 su 
de montrer I’assertion pour k = 1 et comme 1 et t’ ne jouent aucun riale, on 
suppcse 
avec i1 < 
4 = C (-l)i+$, * a(ei,;...; I?,~;.,.; ei,,.;) 
j=l 
et 
q = C (-l)““l-h(ei,;-*-; I?,,;*.*; e& . ejk 
k=l 
le chapeau indiquant l’indice omis. On a done: 
4 = s + c (-1)y. = y + 
j=2 k=l 
d’oh le lemme annon& en remarquant que p(sj) et ~(7~) sont supCrieurs & 
p(s) = p(r) et que les ei qui interviennent dans pJi et sj sont ceux qui inter- 
viennent dans r et s. 
Ee lemme dCmontrC, la proposition s’en dCduit aiskment. Soit 1’ un ClCment 
spCcia1 et J l’ensemble fini des indices qui interviennent dans F(Y). Comme l’a 
montri: le lemme, nous pouvons supposer que 1 est fini et Cgal 2 Jt J = (I,.,., 4) 
avec 4 3 p. I1 existe alors s t&s spCcia1 tel que I = p(s); d’aprb le lemme 
y = s + &eK ekYk avec ~(P,J > P(T). 11 suffit maintenant de raisonner par 
Scurrence dkcroissante sur la valeur de la fonction ,S Pour pouvoir amorcer la 
rkurrence, il faut regarder les ClCments dont le p est maximal. Or un tel ClCment 
est y. = ez+ * a(e,-(,-,j;...; e4) pour lequel on a p(rO) = e:-” . (e,-(,-lj ..* e,)* 
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L’Clttment r0 &ant seul de sa classe est trks spCcia1 et la rkurrence peut &tre 
commende, 806 la proposition. 
2+3, Soit L,(M,p) le sous-module libre de T,(M) engendri: par les 
mon6mes de degrC n sans montke stricte de longueur p. On a L,(M, p) = Tn(M) 
si n < p et pour tout n >, 0, T,(M) = Jn @ L,(M, p). 
C’est clair pour n < p; supposons n 3 p et partageons la base canonique de 
T,(M) en deux parties: les mon8mes sans montCe stricte de longueur p et les 
autres. Pour dCmontrer le rksultat, il suffit de montrer que tout mon8me de la 
seconde partie est somme d’un 61Cment de Jlz et d’un ClCment de L,(M; p). Or 
un tel mon6me x possbde une montCe stricte de longueur p: x = t * eiI a*. ei . t’ 
avec il < ... < i, et on peut supposer que c’est la premikre montke, c’est&dire 
que t . eiI ... eiD n’a pas d’autre montCe de longueur p. Alors x = P(Y) avec 
Y = t . a(e+..., . ei,) . t’ qui est un bon Cltment: x = Y + x’ oh x’ est somme de 
mon6mes supkrieurs & X. Un raisonnement analogue & celui de la proposition 
prCcCdente achkve la d&monstration; on se ram&e au cas oh l’ensemble I des 
indices est fini en ne conservant que les indices de X. 
Si alors1 = (l,..., 41, le plus grand ClCment B considkrer est 
x = eivp * e,-(,4 . eg-(D-z) *-. eg 
et avec les notations de la fin de 2.2, x = y0 + Cj ejxj oti les xj sont des mon6mes 
sans montCe stricte de longueur p, done x = r0 + Cj ejxj est somme d’un 
tlCment de Jfl , y0 et de Cj cjxj ClCment de L,(M, p). 
On a ainsi dCmontrC le 
THBOR~ME. Soit M un A-module libre de base (e& et supposons l’ensemble I 
totalement ordonne’. Soit p: M-t S(M; p) l’application naturelle. Aloors pour tout 
entiev n, S,(M;p) est un module libre dent une base est formeTe des prod&s 
p(ei,) ... p(ein) ou l’ensemble des indices {iI ,..., i,} ne p&se&e aucune montke stricte 
de longueur p. 
2,4, Comme dans le cas des algbbres h-ext&ieures [ll], les modules 
S,(M, p) sont libres de type fini si M l’est et on peut done s’intkesser B la sCrie 
de PoincarC C,“=, d,,,Xn oti d,,, est le rang de ,!?,(A%; p). Le probEme, unique- 
ment combinatoire, est semblable 2 celui de [12] en plus simple. La dkmonstra- 
tion qui suit fidklement celle de [12] d onne le rCsultat suivant: soit Q le quotient 
exact de m par p et supposons m = qp + Y, 0 < Y < p, 
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si m = qp, 
Dans 1e cas particulier p = 2, on retrouve le rCsultat bien connu: 
3. P-STRUCTURE fbTEP&E 
3 Pour utiliser les i&es de [5], nous sommes amen& B poser Ia dCfX-- 
tion smivante 
(i) 
Notons que si p = 2, une p-structure alter&e est une structure de Lie au 
sens de [5]. On d&nit aisement la notion de lmorphismes dep-structures alter&es 
sur un module M ainsi que celle de p-structure a!ternCe universehe sur Me Un 
exemple important dep-structure alter&e sur M est le suivant: J(Lq p) muni de 
h’appkication ( >: x~~~..~x~ + a(%,;...; xJ, la condition (ii) se vCrifiant aisement en 
calculant a(xI ;. .; x,J dans T(M). 
33. Le r&x&at fondamental est le suivant (cf. [5, Coroilaire 1, Sect. 41). 
Comme M est limite inductive de modules libres, on se ramene saris difficultes 
au cas ou M est iibre et on designe par (e& , une base totalement ordonnee de 
M. Soit alors (I$ ( >) une p-structure alternee SW Iti. 
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On definit alors F: J(M; p) --+ E sur les bons elements speciaux par 
F(t . a(u)t’) = t(eil h eis A .‘. A eQt’ pour U = eil ... ei , i1 < ..* < i, , t et t’ 
Ctant des monomes. On prolonge ensuite F par A-linCari& 11 faut voir que F est 
T(M)-lineaire: Q gauche, c’est clair: il reste done a montrer que F(e,ta(u)) = 
qF(ta(u)). Si t est vide, c’est vrai si eia(u) est bon, c’est-a-dire si i > &; dans le 
case contraire, i < ir , on utilise la relation (ii) avec ei , eil ,..., ei . Si t est non 
vide mais de degre inferieur a p - 1, e,ta(u) est bon; dark l’autre cas, 
t = ejz ... ej *t,.Sii<j,<**.<j,, 
faut utiliser !a relation (i), avec x 
e,ta(u) n’est pas un bon Clement et il 
r = ei , xk = ejk pour 2 < k & p et y1 = ei 
pour 1 < 1 < p. Si on n’a pas i < j, < ..* < j, , e,ta(u) est un bon Clement, cd 
qui demontre la T(M)-1inCaritC de F. Si M est un A-module plat, il est limite 
inductive de modules libres, d’oti le resultat. 
3.3. Le probleme initial est le suivant: soit M une algebre de Lie et 
U(M) son algebre enveloppante, c’est-a-dire U(M) = T(M)/J, ou J est l’ideal 
bilatere engendre par les elements xy - yx - [x, y], x et y parcourant M. Soit G 
l’algebre grad&e associee a l’algebre filtree U(M); c’est un quotient de l’algebre 
symetrique de M et on a une surjection T: S(M) -+ G. La question qui se pose 
est de savoir a quelles conditions T est un isomorphisme de modules et d’algebres. 
De facon plus g&r&ale, soit p un entier superieur ou Cgal a 2 et f: APM + 
Fp-l( T(M)) une application lineaire. On notera encore J l’ideal bilatere de T(M) 
engendre par les elements a(x,;...; xs) - f(xl *... A~9) oti x1 ,..., xz, parcourant M, 
et on designera par U(f) l’algebre filtree T(M)/J. 11 est clair que l’algebre 
graduee G associee a U(f) est un quotient de l’algebre p-symetrique S(M; p). 
Cependant, m&me si M est libre, nous verrons des exemples simples pour 
lesquels G n’est pas isomorphe a S(M; p). N ous nous restreignons maintenant 
aux cas suivants: p = 2 et f: /PM --+ Fl(T(M)) = A @ M est la somme d’un 
crochet de Lie et d’une forme alter&e invariante (Zcocycle a valeurs dans A), 
ou bien p > 2 est pair et f : APM -+ F”-l( T(M)) est une forme p-lineaire alter&e 
sur le module M (generalisation des algebres de Weyl [S]). 
Nous utilisons alors une demarche analogue a celle de [5] et nous designons 
par Jcn, le sous-module de F”(T(M)), 
J(n) = c VWf))(a(x,;--; ~$1 -f(xl,...^x,))FS(T(M)). Fts==n-a Xl,...,X,EM 
C’est un sous-module de J et on a (0) = Jtl) C Jtz, C ... C Jtn, C -..; Jtn, est 
contenu dans Jn = JnFn(Z’(M)) et &a,, Jta, = J. Soit alors En = Jtn,/ Jc+~) 
et E = @,>,, E, .I1 est clair que M opbre a gauche et a droite sur le A-module E 
car M * Jcra) + Jcn) * MC J(IL+l) , ce qui fait de E un T(M)-bimodule. De plus 
E, = J(,)/ J(s-l) w JcP) est le sous A-module de T(M) engendre par les elements 
a(%,;...; %> -.f(x r,,...,,a$: on definit alors une application lineaire < >: APM -+ E 
en posant (xIA.. .,x,) = a@,;. ..; x,) - f(xlh. ..,x~). 
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our la vkrification de (i), on distinguera deux cas: si p > 2, soit t EPM et 
x1 )“‘, x, > Yl >-.., yp des ClCments de M et soit 
L’&ment w peut aussi s’krire 
et il se trouve done dans Jt12+21) . Sa classe dans E,m+2P est done nulie ce qui est 1a 
condition (i). Sip = 2, la vCrification est un calcul analogue 2 celui de [5]. 
k’axiome (ii) impose la restriction sur la paritk de p et sa vCrification se fait 
SS %‘aide de la formule donnant a(%,;. . . ; xP+& 
n a alors le 
THBOI&ME. Bans les hypothises pr&dentes SW p et f, si J(p(n/r; p) esi la p-stmc- 
lure altem~e universelb sur n/r, alors quelle que soit f, le gvadue’ asso& ~2 l’alg2bre 
U( f ) est isomorphe h l’algibre S(M; p). 
La dkmonstration se fait comme pour les algkbres de Lie ([5]) en utilisant le 
Pemme pr&Cdent. 
COROLLAIRE. (1) Si M est un module plat et sip etJ m%i$ezzt les kypotk&es dti 
tk.koor&ne p&&dent, le grad& associe’ b E’a@bre U(f) est isomorpke ~2 S(ir/r; p); 
U(f) est aloam un module plat ( projectif si A4 E’est). Les ~pp~~~a~~~~s ~a o~~q~es 
de R et de M dans U( f ) sont injectives. 
(2) Si M est un module l&e de base (e,)ifl , I totalemelzt ordome’, tine base de 
U( f ) est fimnke des monhnes en les e, dont la suite des indices est saris mmtt!e 
striate de longuew p. 
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Le corollaire est une consequence immediate du theoreme 3.3 et du theoreme 
3.2 pour la premiere partie. La seconde decoule du theoreme 2.3. 
3.4 Remarques. (1) Supposons quep = 2 et soit f : A2M-+F1( T(M)) et U(f) 
son algebre enveloppante. Ecrivons f (x A y) = a(~, y) + p(x, y) oh 01(x, y) E M 
et /3(x, y) E A. La consideration de a(x; y; z) pour x, y, .a dans M montre que 
1’ClCment 44 4Y3 z)) + 4Y, 4% 3)) + 4% 4% Y>> t PC& 4Y, 4) + 
p(y, 01(x, x)) + ,8(z, 01(x, y)) est dans J. Ceci montre que pour que la surjection 
S(M) -+ G soit un isomorphisme d’algebres, il est necessaire que a soit un 
crochet de Lie et que p soit un 2-cocycle a valeurs dans A. 
(2) Supposons que p est impair et soit f: APM ---f A une forme alter&e 
sur M, on voit alors que la condition (ii) de la definition d’une p-structure 
alter&e est verifite par (E, ( )) q ue e 11 q ue soit f si 2 = 0 dans A. Dans ce cas, 
le theoreme 3.3 et son corollaire sont encore valables. 
(3) Dans le cas contraire, nous allons donner deux exemples simples. 
Soient A un anneau, a E A un Clement non inversible tel2a f 0 et sur M = A” 
considerons la forme trilineaire alternee f definie par f(e, A eZ A es) = a et 
f(ei A ej A ek) = 0 pour les autres triples (i, j, k). On a 2ap(e,) = 0 dans U(f) 
en utilisant la decomposition de a(e,; e,; e,; e,J (on note p: M - U( f ) l’applica- 
tion canonique et p(e,) # 0 car U(f) gA A/aA w S,,&(A/aA)“; 3) est un 
A/aA-module libre dont le theoreme 2.3 nous fournit une base). 11 en resulte que 
f(4 f 0 et que u(f) n’est pas un module libre. 
Pour le second exemple, nous supposons 2 inversible dans A et soit sur 
M = A’“, n > 4, la forme trilineaire alter&e f definie par f (e, A e2 A e3) = 1 et 
f(ei A ej A ek) = 0 sinon. Pour la m&me raison que precedemment, 2p(ei) = 0 si 
i >, 4 et done p(eJ = 0 si i 3 4.11 est alors immediat de voir que U( f ) m U( f ‘) 
oh f’ est la forme trilineaire alter&e definie sur M’ = A3 parf ‘(e,’ A e2’ A e,‘) = 1; 
comme ii/r’ n’a que trois generateurs, la condition (ii) de la definition d’une 
p-structure alter&e est automatiquement vCrii%e pour (E, ( )) et le corollaire 
ci-dessus s’applique. L’algebre U( f’) es un A-module libre isomorphe en tant t 
que module a S(A3; 3). Dans cet exemple, U(f) est un A-module libre, mais 
l’application naturelle M --f U(f) n’est pas injective. 
4. L’INVARIANT B, 
4.1. Soit M un A-module, 0 --f Q --f P + M + 0 une suite exacte de 
A-modules oh P est libre et p un entier 22. On designe par Q* (resp. Q) I’idCal 
bilatere de S(P; p) (resp. T(P)) engendre par Q. On a le diagramme commutatif 
suivant : 
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oh lignes et colonnes sont exactes. 
soit x = (x1 )..., x,)EPetIunesuited’entiershC l,..., h+p,l <:bz+l < 
h + p < R. On note WI(x) 1’61Cment 
de JP; p) et on dksigne par Z le sous A-module de J(P;p),Q engendrh par 
les ClCments wI’(x; y) = wI(x f y) - WI(x), oh x E P” et y EQ”. n vC&e 
immCdiatement que Zest bien contenu dans j(P; p>,gy et on pose: 
%~JJ?I et C&W sont des T(M)-b imodules car si w E ](I?; p) et y E Q, uy et yzl 
sont dans Z : u est somme d’C1Cments wl(x> et yw,(x) = w;,(x’; y’) 06 x’ = ( 
y’ = (y, 0) et I’ s’obtient 2. partir de I par dCcalage d’un rang. On a done la suite 
exacte de T(M)-bimodules: 
0 + B,(M) --t C,(M) -+ J(M; p) + 0. 
Le T(M)-bimodule C,(M) est canoniquement muni d’une p-structure alteraCe: 
donnons-nous x1 ).. . , xp dans M et soit y1 ,..., yl, f P et yl’ ,...) y9’ E P deux 
syst&mes de prkimages des xi . L’ClCment 01 = a(~~~;...; y,) - a(y,‘;.. .; y,‘) est 
dam Z: il s’ikrit a! = CrLi 01~ oti 
et ai = w~~,.~~,~~(x~; y,), avec xi = (yli,..S, yi’Pyi+l ,m.S,y,) et 
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est un element de 2. Ceci montre que la classe de a(y,; . . ..Y~) dans C,(M) ne 
depend que de (xr ,..., x,). Cela d&nit une application lineaire de AD&i’ dans 
C,(M) qui en fait une p-structure alter&e, et l’application naturelle de C,(M) 
dans J(M, p) est un morphisme dep-structures alter&es sur M. 
4.2. THBORBME. C,(M) est la p-structure alternke uniwe-rselle SW M. 
La demonstration est la suivante: soit E une p-structure alternee sur M. On 
peut la considerer comme une p-structure alternee sur P et il existe done un 
unique morphisme de p-structures alter&es sur P de J(P; p) dans E. Comme 
E est une p-structure alter&e sur M, ce morphisme est nul sur 2 et il se factorise 
en un morphisme de C,(M) dans E, qui est en fait T(M)-lineaire, ce qui montre 
le resultat. 
Cela montre, indirectement, que C,(M) et B,(M) ne dependent pas de la suite 
exacte 0 --+ Q -+ P -+ M---f 0 utilisee pour les construire. Notons que B,(M) 
et C,(M) sont des A-modules grad&. 
COROLLAIRE. (i) Pour que J(M,p) soit la p-structure al&m&e universelle sur 
M, ilfaut et il su$it que B,(M) = 0. 
(ii) Si M est un module plat, B,(M) = 0. 
(iii) Dam- les hypothkses de 3.3, la condition B,(M) = 0 est sufisante pour 
que le grad& associb ci U( f ) soit isomorphe d S(M, p). 
C’est une consequence du theoreme 4.2, des resultats de la troisieme partie 
et de la suite exacte 0 + B,(M) + C,(M) -+ J(M, p) -+ 0. 
4.3, Nous allons montrer que, comme pour les algebres de Lie (p = 2), 
B,(M) = 0 pour tout entier p et pour tout module M somme directe de modules 
monogenes. 
PROPOSITION. Soit M une somme divecte de nwdules monog&es: B,(M) = 0. 
En effet M = @reL A/I, oh on supposera l’ensemble L totalement ordonne; 
on a la suite exacte 0 4 Q -+ AcL) -+ M --+ 0, oti Q = @EL Iz . Pour tout monbme 
eM = ell *** e, de la base canonique B de T(AcL)), on note ILW I’idCal 
I1.l + ... + 1$: de A: I’idCal Q de T(AtL)) engendre par Q est alors la somme 
dnecte des IMe, oh eM parcourt B - {l}. Maintenant designons par S la base de 
J(AtL)); p) form&e des bons elements speciaux (cf. 2.1 et 2.2); si s E S, s = ta(u)t’, 
on appelle 1s l’ideal IM associe a eM = tut’. On a alors QJ(AtL); p) = GstS 1, . s 
et, pour montrer que B,(M) = 0, il suffit de verifier que tout ClCment as, s E S, 
a E _T,, est dans 2. L’BlCment s s’ecrit ta(u)t’, tut’ = e, *.* e, et a =al + ... +a, 
oii a,, EIiE. . 11 suffit done de regarder un Clement1 de la” forme afta(u) OIL? 
a, ~1~’ et ei intervient dans t, u ou bien t’. Si e, intervient dans t ou t’, a,ta(u)t’ 
est dans QJ(A(L); p) ou J(AcL); p)Q tous deux contenus dans 2. Si e, intervient 
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clans u, a,ta(u)t’ = ta(x,;...; x&’ oh l’un des xi est dans Q: alors a(+..; x,) E Z 
comme on l’a deja vu en construisant la p-structure alter&e sur C,(M), et la 
proposition est demontree. 
COROLLAERE. Soit A un anneau de Dedekind: B,( ) = Opow tout A-module 
M. 
En &et, comme dans le cas p = 2 [5], ia proposition precedente entraine 
que BP(M) = 0 pour tout module de type fini sur un armeau principal. Comme 
B, commute aux limites inductives, le corollaire est vrai piour un anneau princi 
cornme B, commute aux changements d’anneaux plats, du fait de la suite exacte 
.(lM) + C,(M) + T(M) ---f S(M; p) -+ 0, il commute a la locaiisation. Le 
corollaire decoule maintenant de ce que les anneaux locaux d’un anneau de 
Dedekind sont principaux. Nous allons montrer deux exemples de calculs SW 
B2W). 
4.4. PROPOSITION. B,(M) = 0 pour tout modtile ci deeux g&&zEews. 
La demonstration se fait par le calcul: par hypothese, on a la wite exacte 
+- AZ -+ M -+ 0 06 Q est engendre par le ‘lements (di , b& et ~~(~~ 
1 par definition a (J(A2; 2)$)/Z. Soit 4 UR Clement homogene de 
degre n: 
q = C eki ... qk ... ek. 
k 
oh qk E Q, les kj prennent les valeurs { 1, 2) et e, , e, est la base canonique de AZ. 
Modulo Z, Q est congru a 
n-1 
q1 = c qkek, *.. ek, = c (w, + be) zi Oil xi E @ AS. 
k &I 
Comme T(A”)/J(A2; 2) est l’algebre des polyn8mes a deux ~~d~terrni~~~ea~ 
zi = Czzi ~,ie,ne~-(hsl) modulo J(A2; 2), d e sorte que 4 est congru modulo Z 2 
Supposons maintenant que q est dans J(A2; 2),Q : q’ y est aussi et le polyn6me 
J& [(afX + b,Y) C;l-; c~~~XhY+-(h+l)] est identiquement nul. Cela nous 
les relations: 
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Ces relations nous montre que 
qui s’ecrit 
06 [x, y] = xy -yx. Cela montre que 4’ est bien dans 2 et, comme 4 = p’ 
modulo 2, 4 est dans 2 et B,(M) = 0. 
4+5. L’exemple qui suit est inspire de [13] (voir aussi [2, Sect. 2, Ex. 91). 
Soit K un corps de caracteristique 2, V un K-espace vectoriel de dimension 3 et 
A = AV son algebre exterieure. On designe par x1 , x2 , x, une base de V, ainsi 
que son image dans A et on considbre le A-module M = A3/Q oti Q est engendre 
par 1’ClCment (x1 , xg , xa) de A3. Dans [2], on montre que l’algebre de Lie 
M @ f12M munie du crochet [(x, G), (y, v)J = (0, x A y) ne verifie pas le 
thboreme de Poincare-Birkhoff-Witt. Ainsi d’aprb 4.2, B,(M @ AZ(M)) est non 
nul, ce que nous nous proposons de voir en montrant que Be(M) f 0. On designe 
done par (eI , e2 , e3) la base canonique de A3. 
Soit done 4 E (J(A3; 2) n Q)2: modulo 2 4 est congru a 
P’ = (wl + xze2 + x&v1 + a2e2 + 4.4 
et on a les relations 
aixi = 0 i = 1, 2, 3, 
a,xi + ajx, = 0 si i # j. 
Comme Ann(xJ = Axi , ai = xiolz et on obtient les relations 
pour i # j 
et 
Q’ = xlx2(~,v2 + v2el) + x2x3(w2e3 + a2w2) + x3xl(w3el + ~ele3>. 
Les elements de 2 sont de la forme 
ihe1 -I- x2+ x34, (he, + b2e2 4 Jw,)l = c (w + e&, (&xi + &). Fw 
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I1 s’agit done poilr voir si 4 est dans Z d’essayer de resoudre !e systeme 
On wit aiors que bixixj = 0 pour j f i ce qui montre 
A.nn(x,x,) . . . . soit bi E Axi $ Aqx, oh {i, j, k) = (I, 2, 3). 
Clement de -4XjXz; ne change pas 1’ClCment de Z associe car bi intervient toujours 
scus la forme @;x~. On pose done bi = ppi et on tombe sur le sysdme 
(pi + j?JXiXj = olixixj = ajxixj . 
On voit aiors que le systbme n’a pas toujours de solution: si ai = 1 pour i = I, 2, 3, 
3 est impossibie car il est necessaire que ~I’lxlx, + OI~X~~~ f ~~~~~~ = 0. Remar- 
quons que B ce choix des oli correspond l’element x1x2(&le2 -2 e2el> - .1c2x3(e2&a -+ 
e,e,) - xQ.Ti(esel + eles) = (x,e, + x2e2 + x,e,)” qui est dans j(Aa; 2) fT 0 AI 
saris k-e dans Z> ce qui montre que BJM) f 0. 
Pour atier plus en detail, on peut poser 
oh Ies u; ) F, ) zu, et hi sont dans k. Les conditions a+xixj = zjxi.xj donnent les 
relations u1 = up = us = a et d’autres relations sans importance. Operant de 
m&me avec ies Pi , on se ram&e 2 un systeme d’kpations lineaires dans k: pour 
rcsoudre ce systeme, il est necessaire et suffisant que %I1 = up = zca = ‘0’ = O., 
Ceci montre que 1’ClCment 4 s’ecrit 7i’(xlei + xzee + x,e,)” + 4” ou 4’ est dans 
Z et que y est dans Z si et seulement si z = 0. On a don.c un isomorphisme entre 
la composante homogene de degre 2 de B,(M) et le corps k consid&& comme 
,4-module. 
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